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ВВЕДЕНИЕ 
 

 
За последние десятилетия сфера интенсивного исследования и при-

менения явлений теплообмена существенно расширилась. Теоретические 
исследования процессов теплообмена в настоящее время в значительной 
степени основаны на их численном моделировании с использованием 
персональных компьютеров [1 – 3]. 

Математическое моделирование поддерживается разнообразными 
компьютерными системами и пакетами прикладных программ [4 – 6]. 

Конечно-разностные методы, в частности метод конечных элементов 
(МКЭ), хорошо изучены, однако использование этих методов может вы-
звать у студентов затруднение. Поэтому в пособии приведены не только 
постановки задач, но и алгоритмы их решения, даются основы работы с 
пакетом ELCUT, приводятся примеры компьютерного моделирования.   

Дано описание общего подхода к решению задач теплопроводности 
методом конечных элементов, представлены пошаговые инструкции для 
создания расчётных моделей, сформулированы задачи для решения на 
практических занятиях и для самостоятельной работы студентов. Учебное 
пособие может быть использовано студентами при выполнении курсовых 
работ, выпускных бакалаврских работ и магистерских диссертаций.  

Содержание учебного пособия соответствует требованиям Феде-
рального государственного образовательного стандарта и основано на 
программе дисциплины «Методы и средства теплотехнических исследо-
ваний», преподаваемой в ФГБОУ ВПО «Тамбовский государственный 
технический университет» студентам магистратуры по направлению под-
готовки 13.04.01 «Теплоэнергетика и теплотехника». 
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1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 
 

 
Метод конечных элементов – один из наиболее гибких и универсаль-

ных методов решения широкого круга задач механики сплошной среды, 
тепло- и массообмена, электро- и магнитостатики и многих других задач 
науки и техники [1 – 4]. 

Отличие МКЭ от конечно-разностного метода Эйлера заключается  
в том, что в выбранном конечном элементе функция не обязательно заме-
няется линейной зависимостью, а может быть принята в виде полинома  
[2 – 4, 6, 7, 13 – 15]. 

ELCUT – это мощный современный комплекс программ для инже-
нерного моделирования электромагнитных, тепловых и механических 
задач методом конечных элементов [1].  

Тепловой анализ играет заметную роль при проектировании многих 
механических и электромагнитных систем. Как правило, интерес пред-
ставляют распределения температуры, температурного градиента и тепло-
вого потока. ELCUT может выполнять линейный и нелинейный стацио-
нарный тепловой анализ в плоской и осесимметричной постановке. Фор-
мулировка задачи основывается на стационарном уравнении теплопро-
водности с граничными условиями радиационного и конвективного теп-
лообмена [4 – 6]. 

При постановке задачи используются следующие возможности. 
Свойства сред: изотропные материалы с теплопроводностью, зави-

сящей от температуры; ортотропные материалы с постоянной теплопро-
водностью. 

Источники поля: постоянные и зависящие от температуры объёмные 
источники тепловой мощности, конвективные, радиационные источники 
и другие. 

Граничные условия: заданная температура, заданный тепловой поток 
на границе, условия радиационного и конвективного теплообмена, по-
верхности с постоянной наперёд неизвестной температурой. 

Результаты расчёта: температура, градиент температуры, плотность 
теплового потока, интегральные значения теплового потока через задан-
ные поверхности.  

Специальные возможности: интегральный калькулятор может вы-
числять различные интегральные значения на выбранных линиях и по-
верхностях. Распределение температуры может быть передано в задачу 
расчёта механического напряжённого состояния (совмещённая термо-
упругая задача). 
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1.1. ВЫБОР КЛАССА ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧ 
 

Рассматриваются три основных класса двумерных задач: плоские, 
плоскопараллельные и осесимметричные [10 – 12]. 

Плоские задачи обычно возникают при описании процессов теплопе-
редачи в тонких пластинах. Они решаются в двумерной прямоугольной 
системе координат. Плоскопараллельные постановки используют декар-
тову систему координат (x, y, z), причём предполагается, что геометрия 
расчётных областей, свойства сред и параметры, характеризующие источ-
ники поля, неизменны в направлении оси z. Вследствие этого описание 
геометрии, задание свойств, граничных условий и источников, а также 
обработку результатов можно проводить в плоскости xy, называемой 
плоскостью модели.  

Принято, что ось x направлена слева направо, а ось y – снизу вверх.  
Осесимметричные задачи решаются в цилиндрической системе ко-

ординат (z, r, θ). Порядок следования осей выбран для общности с плос-
копараллельными задачами. Физические свойства и источники поля пред-
полагаются не зависящими от угловой координаты. Работа с моделью 
проводится в плоскости zr (точнее в полуплоскости r > 0). Ось вращения z 
направлена слева направо, ось r – снизу вверх. Геометрическая конфигу-
рация задачи определяется как набор подобластей, представляющих собой 
одно- и многосвязные криволинейные многоугольники в плоскости моде-
ли, не пересекающиеся между собой иначе как по границе. Каждой по-
добласти приписан определённый набор физических свойств. Использу-
ются термины: блок для полигональной подобласти; ребро для отрезков и 
дуг окружностей, образующих границы блоков; вершина для концов  
рёбер и изолированных точек. Рёбра, отделяющие расчётную область от 
остальной части плоскости, составляют внешнюю границу расчётной  
области. Все остальные рёбра являются внутренними границами [1]. 

 
1.2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ РАСЧЁТА ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ 

 

Для расчёта температурных полей используют четыре группы мето-
дов: аналитические, графические, экспериментальные, численные. 

Большими потенциальными возможностями обладают численные 
методы решения тепловых задач, основанные на методике конечных раз-
ностей (или методе сеток). Дифференциальное уравнение теплопроводно-
сти при этом заменяется системой алгебраических уравнений, начальное и 
граничные условия также заменяются разностными начальным и гранич-
ными условиями для сеточной функции. Дальнейшее решение задачи сво-
дится к выполнению простых алгебраических операций.  
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ELCUT позволяет решать задачи теплопередачи в линейной и нели-
нейной постановках [1]. При решении тепловых задач используется урав-
нение теплопроводности в одном из видов [10, 11]. 

Для линейных задач: 
а) в плоском случае  
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б) в осесимметричном случае  
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Для нелинейных задач: 
а) в плоском случае  
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б) в осесимметричном случае  
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Здесь T – температура; λ x , λ y , λ z , λ r – компоненты тензора теплопровод-
ности (в линейной постановке); λ(T) – теплопроводность как функция 
температуры, представленная кубическим сплайном (анизотропия не под-
держивается в нелинейной постановке); q(T) – удельная мощность тепло-
выделения; в линейной постановке является константой, в нелинейной 
постановке является функцией, задаваемой кубическим сплайном. 

Все параметры уравнений в линейной постановке постоянны в пре-
делах каждого блока модели. Постановка задачи распределения темпера-
туры в тонких пластинах похожа на формулировку плоскопараллельной 
задачи. 

 
1.3. ИСТОЧНИКИ ТЕПЛА В ЗАДАЧАХ РАСЧЁТА  

ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ 
 

ELCUT позволяет задать источники тепла в блоках, рёбрах или от-
дельных вершинах модели [1].  

Источник, заданный в конкретной точке плоскости xy, описывает на-
греватель в виде струны, следом которой служит данная точка плоскости, 
и задаётся мощностью тепловыделения на единицу длины.  
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В осесимметричном случае точечный источник поля представляет 
нагреватель в виде окружности вокруг оси симметрии или точечный ис-
точник, расположенный на оси. Чтобы охватить оба этих случая, точеч-
ный источник в осесимметричном случае описывается полной тепловой 
мощностью Q.  

Источник тепла, заданный на ребре модели, соответствует тепловы-
деляющей поверхности в трёхмерном пространстве. Он характеризуется 
поверхностной плотностью тепловыделения и описывается при помощи 
граничного условия второго рода для ребра.  

Объёмная плотность тепловыделения, заданная для блока модели, 
соответствует объёмному источнику тепла. 

 
1.4. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ В ЗАДАЧАХ РАСЧЁТА  

ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ 
 

На внешних и внутренних границах расчётной области могут быть 
заданы следующие виды граничных условий [10].  

Условие заданной температуры задаёт на ребре или в вершине мо-
дели наперёд заданное значение температуры T0 (например, при интен-
сивном омывании поверхности жидкостью постоянной температуры). 
Значение T0 на ребре может быть задано в виде линейной функции коор-
динат. Параметры задающей функции могут меняться от ребра к ребру, но 
должны быть согласованы так, чтобы функция T0 не претерпевала разры-
вов в точках соприкосновения рёбер. Этот вид граничного условия назы-
вают граничным условием первого рода (ГУ 1) [10].  

Условие заданного теплового потока описывается следующими со-
отношениями: 

– на внешних границах  
sn qF −= ; 

 

– на внутренних границах  
 

snn qFF −=− −+ . 
 

Здесь Fn нормальная компонента вектора плотности теплового потока. 
Индексы «+» и «–» означают «слева от границы» и «справа от границы», 
соответственно. Для внутренней границы sq  означает поверхностную 
мощность источника, для внешней – означает известное значение тепло-
вого потока через границу. Этот вид граничного условия иногда называют 
граничным условием второго рода (ГУ 2) [10].  

Если qs = 0, граничное условие называется однородным. 
Однородное условие второго рода на внешней границе означает от-

сутствие теплового потока через указанную поверхность. Однородное 
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ГУ 2 является естественным, оно устанавливается по умолчанию на всех 
тех сторонах, составляющих внешнюю границу, где явно не указано иное 
граничное условие. Этот вид граничного условия употребляется в двух 
случаях: на плоскости симметрии задачи (если ввиду симметричности 
геометрии и источников задача решается только на части области),  
а также для описания адиабатической границы. Если неоднородное гра-
ничное условие второго рода задано на внешнем ребре, являющемся сле-
дом плоскости симметрии задачи, истинное значение мощности тепловы-
деления следует разделить пополам.  

Граничное условие конвекции может быть задано на внешней гра-
нице модели. Оно описывает конвективный теплообмен и определяется 
следующим образом: 

( )0TTFn −α= , 
 

где α – коэффициент теплоотдачи; T0 – температура окружающей среды.  
Параметры α и T0 могут меняться от ребра к ребру. Граничное усло-

вие этого типа иногда называют граничным условием третьего рода  
(ГУ 3) [10, 11]. 

Граничное условие радиации может быть задано на внешней грани-
це модели. Оно описывает радиационный теплообмен и определяется сле-
дующим образом: 

( )4
0

4 TTkF SBn −β= , 
 

где kSB – константа Стефана-Больцмана; β – коэффициент поглощения 
поверхности; T0 – температура поглощающей среды. Параметры β и T0 
могут меняться от ребра к ребру. 

Замечание. Чтобы задача расчёта температурного поля была постав-
лена корректно, необходимо поставить хотя бы в одной вершине условие 
заданной температуры, либо хотя бы на одном ребре условие конвекции 
или радиации [1]. 

Граничное условие равной температуры может быть использовано 
для описания тел с очень высокой, по сравнению окружающими телами, 
теплопроводностью. Внутренность такого тела может быть исключена из 
расчёта температурного поля при условии описания всей его поверхности 
как поверхности равной температуры. Данное условие отличается от ус-
ловия первого рода тем, что температура на описываемой поверхности 
заранее не известна [10, 11]. 

Замечание. Ребро, описанное условием равной температуры, не 
должно соприкасаться с любым ребром, где температура задана явно.  
В последнем случае ребро с условием равной температуры должно быть 
переопределено при помощи граничного условия первого рода с подхо-
дящим значением температуры [1]. 
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1.5. ФИЗИЧЕСКИЕ ВЕЛИЧИНЫ, ВЫЧИСЛЯЕМЫЕ В ЗАДАЧАХ  
РАСЧЁТА ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ 

 

При анализе результатов задачи ELCUT позволяет оперировать со 
следующими локальными и интегральными физическими величинами [1]. 

Локальные величины: 
– температура T; 
– вектор плотности теплового потока  

 

Tgradλ−=F . 
Интегральная величина: 
– поток тепла через заданную поверхность  

 

∫= dsnFФ , 
 

где n – единичный вектор нормали к поверхности. 
Поверхность интегрирования задаётся контуром в плоскости модели, 

состоящим из отрезков и дуг окружностей. 
Температура – физическая величина, характеризующая состояние 

термодинамического равновесия макроскопической системы. Температу-
ра одинакова для всех частей изолированной системы, находящейся в со-
стоянии термодинамического равновесия. 

В теле, не находящемся в полном тепловом равновесии (т.е. обла-
дающим неравномерным распределением температуры), всегда происхо-
дит перенос теплоты. Отсюда следует, что для передачи теплоты тепло-
проводностью необходимо неравенство нулю температурного градиента в 
различных точках тела. В этом смысле температурный градиент является 
основным физическим параметром, определяющим условие возникнове-
ния теплового процесса, и можно сказать, что соотношение gradT ≠ 0 яв-
ляется необходимым условием возникновения внутри тела теплового по-
тока [11]. 

Тепловой поток в отличие от температуры, величины скалярной, 
имеет вполне определённое направление, а именно: от точек тела с более 
высокой температурой к точкам с более низкой температурой. Таким об-
разом, тепловой поток можно рассматривать как вектор, направленный в 
сторону уменьшения температур, а поле тепловых потоков – векторным. 
То есть, вектор плотности теплового потока F в точке температурного 
поля – вектор, направление которого совпадает с направлением переноса 
теплоты, а абсолютная величина выражает тепловой поток или интенсив-
ность переноса теплоты, измеряемую количеством теплоты проходящей в 
единицу времени через единицу площади поверхности, перпендикулярной 
направлению потока в рассматриваемой точке [11]. 
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2. ПОДГОТОВКА К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ 
 

 
В данном пособии рассматриваются решения двумерных задач ли-

нейной теплопроводности с помощью метода конечных элементов (МКЭ) 
в рамках версии ELCUT 5.8 (студенческое издание). Решение этих задач 
имеет целью приобретение навыков анализа теплопроводности с по-
мощью МКЭ. 

Для использования МКЭ необходимо располагать возможностью 
оценки возникающей погрешности решения. Этот вопрос решается тести-
рованием МКЭ на задачах, для которых известно точное решение. Чтобы 
эффективно использовать систему ELCUT, необходима тщательная пред-
варительная подготовка пользователя (студента) к выполнению конкрет-
ной работы.  

Предлагается ТИПИЧНЫЙ СЦЕНАРИЙ подготовки студента к вы-
полнению расчётной работы по применению МКЭ на персональном ком-
пьютере (ПК), т.е. предлагается следующая постановка задачи: ДАНО, 
НАЙТИ, УСЛОВИЕ.  

В разделе ДАНО следует записать исходные данные задачи (а также 
каждой подзадачи) в следующем порядке:  

1) геометрические размеры,  
2) свойства материалов,  
3) граничные условия.  
Раздел НАЙТИ следует снабдить подробным комментарием. 
В разделе УСЛОВИЕ необходимо перечислить все условия, которые 

приняты в части поведения материалов. 
При проведении расчётов по реальному объекту составляется рас-

чётная схема (РС). На эскизах реального объекта и РС следует дать бук-
венные обозначения и задать размеры. Здесь же необходимо указать гра-
ничные условия (ГУ), тип решаемой двумерной задачи и источники тем-
пературного поля. 

Далее следует записать единицы размерностей, которые принимают-
ся в задаче. 

Следует задать общее имя рабочим файлам. Имя файла должно быть 
контекстное (например, «Стационарная теплопроводность 1», где «Ста-
ционарная теплопроводность» – название задачи; 1 – номер работы). 

Студенту целесообразно сформулировать предварительный прогноз 
результатов решения задачи. 
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Листы с исходными данными конкретного сценария разработки за-
дачи являются подтверждением готовности студента к вычислительной 
работе на ПК. Каждый студент должен выполнить свой собственный  
вариант задачи, провести расчёты на ПК, составить отчёт по работе.  
В отчёте необходимо представить схему контура с нанесением узловых 
точек и точек, в которых расчётные значения представляют интерес в рас-
сматриваемом случае; описание обработки данных с воспроизведением 
графиков, полученных в ходе выполнения работы; расчёты величин, не-
обходимых для теплового анализа объекта. Отчёт должен быть завершён 
выводами. 

Подробные описания создания и хода решения задачи стационарного 
теплопереноса для полого шара при заданных значениях температуры 
внешней и внутренней поверхностей приведены в разделе  3.1 настоящего 
пособия. 

Детальные описания создания и хода решения ряда задач нестацио-
нарного теплопереноса представлены в разделах 3.2 – 3.4.  

В разделе 3.2 представлены описания хода создания и порядок реше-
ния задачи нестационарного теплопереноса для металлического шара, 
покрытого слоем асбослюды. Теплопроводность покрытия из асбослюды 
задана функцией, зависящей от температуры.  

Пример применения МКЭ для решения задачи нестационарного теп-
лопереноса для многослойной системы, представляющей собой металли-
ческое основание с низкотеплопроводным покрытием, представлен в раз-
делах 3.3.1 – 3.3.3.  

В разделах 3.4.1 – 3.4.3 представлены подробные описания создания 
и решения задач нестационарного теплопереноса для многослойных сис-
тем при нарушениях однородности теплоизоляционного покрытия. Рас-
сматриваются следующие виды дефектов покрытия: воздушное расслое-
ние на границе полимер – металл; включение в виде водяного пузыря; 
включение в виде частицы металла. 
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3. РАБОТА В СИСТЕМЕ ELCUT 
 

 
В данном разделе приводятся подробные описания создания и реше-

ния тепловых задач в системе ELCUT [1]. 
 

3.1. ЗАДАЧА СТАЦИОНАРНОГО ТЕПЛОПЕРЕНОСА 
 

Полый стальной шар радиусом 100 мм с внутренней полостью ра-
диусом 20 мм имеет температуру внутренней поверхности 100 °С, внеш-
ней поверхности 20 °С.  

Определить одномерное температурное поле для стального полого 
шара при граничных условиях первого рода (ГУ 1).  

Дано:  
1. Геометрические размеры (рис. 1) 
– радиус внутренней поверхности R1 = 20 мм; 
– радиус внешней поверхности R2 = 100 мм. 
2. Свойства материала: 
– материал шара сталь; 
– теплопроводность λ = 45 Вт/(м·К). 
3. Граничные условия: 
– температура внутренней поверхности T1 = 100 °С; 
– температура внешней поверхности T2 = 20 °С. 
 

Найти картину одномерного температурного поля сферической 
стенки для случая, когда температура зависит только от одной координа-
ты. Теплопроводность λ – постоянная величина. Граничные условия соот-
ветствуют ГУ 1 рода. 

 

x 

y

T2 

R1 

R2 

T1 

 
 

Рис. 1. Геометрические размеры 
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Построить график распределения температуры по радиусу шара.  
Определить величину теплового потока. 
Тип решаемой задачи: осесимметричная задача. 
Условие: материал шара – ортотропный, с постоянной теплопровод-

ностью. 
 

3.1.1. СОЗДАНИЕ ЗАДАЧИ 
 

Анализ поведения механической или иной технической системы 
производится по расчётной модели, которая должна быть предварительно 
подготовлена к вводу в ELCUT [1]. 

В разделе меню «Файл» выбирается пункт «Создать…». При запуске 
открывается шаблон «Создание нового документа» (рис. 2). Выбирается 
строка «Задача ELCUT».  

В открывшемся шаблоне «Создание задачи» вводится «Имя файла за-
дачи»: стационарная теплопроводность 1. По умолчанию предлагается путь, 
например: «Создать в папке» I:\группа МТЭ-51 (рис. 2). С помощью кнопки 
«Далее» открывается шаблон «Ввод параметров новой задачи» (рис. 3).  
Указывается «Тип задачи»: теплопередача стационарная (теплопередача 
нестационарная). Выбирается «Класс модели»: осесимметричная (плоская). 
Выбирается уровень точности «Расчёта»: обычный (прикидочный, преци-
зионный). По умолчанию предлагаются имена файлов расчётной схемы и 
закладываемых в расчёт физико-механических характеристик. Геометрия: 
стационарная теплопроводность 1.mod. Свойства: стационарная тепло-
проводность 1.dht. 

С помощью кнопки «Далее» открывается шаблон «Выбор системы 
координат» (рис. 4). 

 
 

 
 

Рис. 2. Создание задачи 
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Рис. 3. Ввод параметров задачи 
 

 
 

Рис. 4. Выбор системы координат 
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Рис. 5. Окно описания задачи 
 
Указываются «Единицы длины»: миллиметры (сантиметры или др.). 

Выбирается «Система координат»: декартовы (полярные) координаты. 
Кнопка «Готово» позволяет закончить выполнение первого этапа за-

дачи, после чего в окне описания задачи появляется сообщение (рис. 5): 
Стационарная теплопроводность 1.pbm – задача теплопередачи. 
Геометрия: стационарная теплопроводность 1.mod. 
Физические свойства: стационарная теплопроводность 1.dht. 
Справочник свойств: <нет>. 
Связи задач: нет связей. 
 

3.1.2. ЗАДАНИЕ ГЕОМЕТРИИ 
 

Построение геометрической модели начинается с выбора в пункте 
меню «Правка» пункта «Геометрическая модель» или двойного щелчка 
мыши по элементу «Стационарная теплопроводность 1.mod» в окне опи-
сания задачи (рис. 5), после чего подтверждается необходимость создания 
файла «Стационарная теплопроводность 1.mod» кнопкой «OK» и откры-
вается окно модели. 

Первое, что нужно сделать в окне работы с моделью, это указать 
размеры прямоугольника, в котором целиком поместится расчётная об-
ласть, которая определяется геометрическими размерами элемента. Для 
того, чтобы этот прямоугольник занял окно модели целиком: 

1) на панели инструментов, нажмите кнопку «Крупнее» (рис. 6); 
2) переместите указатель мыши в точку с заданными координатами 

левого нижнего угла прямоугольника, следя за координатами в левом 
нижнем углу окна приложения ELCUT [1]. Необязательно попасть точно  
в указанную точку, достаточно щёлкнуть мышью поблизости от точки 
левее и ниже неё; 

3) щёлкните левой кнопкой мыши и перетащите её в точку правого 
верхнего угла прямоугольника (рис. 7). 

Окно модели отразит масштабирование. 
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Рис. 6. Масштабирование 
 

 
 

Рис. 7. Геометрическая модель 
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Щелчок правой кнопкой мыши при выделенном элементе дерева  
модели в «Окне описания» задачи при выборе опции «Свойства задачи» 
открывает три закладки: общие, координаты, связь задач. 

Правая кнопка мыши в «Окне создания» геометрической модели от-
крывает контекстное меню, позволяющее создать геометрическую мо-
дель. Выбираем опцию «Вставка вершин/рёбер». Построение геометриче-
ской модели может быть осуществлено также с помощью кнопочного ме-
ню или пункта основного меню «Правка/Добавить вершины…» (рис. 7). 

Рекомендуется начать работу с ввода координат вершин с использо-
ванием опции «Добавить вершины». Затем следует соединить вершины 
прямыми и дугами окружности. В результате получаем контур РС. 

Далее производится построение сетки конечных элементов (КЭ) и 
осуществляется контроль введённых геометрических характеристик. При 
этом используем пункты меню «Сетка привязки…» и «Построить сетку». 

При построении сетки КЭ первый шаг – автоматическое построение. 
После получения первого результата расчёта можно приступить к редак-
тированию сетки КЭ. Студенческая версия ELCUT имеет ограничение на 
количество узлов сетки – не более 255 [1]. 

Опция «Свойства» открывает шаблон «Свойства выделенных объек-
тов – Статистика»: блоки, рёбра, вершины, габариты. 

 
3.1.3. ВВОД ФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ И ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

 

Физические параметры и ГУ задачи вводятся последовательно через: 
метки блоков (рис. 8), метки рёбер (рис. 9), метки вершин. 

Физические параметры задаются отдельно для каждой метки блока, 
ребра или вершины. Метка блока создаётся через шаблон «Свойства вы-
деленных объектов»: в поле «Метка» вводится метка блока – имя блока 
(рис. 10). В случае однородности свойств имеем одну метку. При необхо-
димости учёта неоднородности свойств элемента задаётся соответствую-
щее число блоков (рис. 8). Задание свойств блока (рис. 10) производится 
после создания соответствующих меток блоков в открывающемся шабло-
не «Свойства» метки блока, где необходимо задать теплопроводность и 
другие свойства материалов объекта. 

ГУ задаются с использованием меток рёбер и вершин. Ниже даётся 
описание последовательности задания ГУ. Метка ребра создаётся через 
шаблон «Свойства выделенных объектов»: в поле «Метка» вводится мет-
ка ребра – имя ребра (рис. 10). Задание ГУ производится после создания 
соответствующих меток рёбер в открывающемся шаблоне «Свойства» 
метки ребра, где необходимо задать «Общие свойства», соответствующие 
ГУ для указанной метки: температура, тепловой поток, конвекция, радиа-
ция, равная температура (рис. 9). 
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а) 

 

 
 

б) 
 

Рис. 8. Ввод физических параметров блока:  
а – создание метки блока; б – задание свойств метки блока 



19 

    
 

                                 а)                                                                      б) 
 
 

    
 

                                 в)                                                                      г) 
 

Рис. 9. Ввод граничных условий на рёбрах:  
а – «Нагрев»; б – «Охлаждение»; в – «Ось симметрии»; г – «Теплоизоляция» 
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                                 а)                                                                      б) 
 

    
 

                                 в)                                                                      г) 
 

Рис. 10. Задание свойств выделенных объектов:  
а – ребро «Нагрев»; б – ребро «Охлаждение»;  

в – блок «Сталь 20»; г – статистика блока «Сталь 20» 
 
 
Задание ГУ может производиться с использованием меток вершин. 

Метка вершины создаётся в шаблоне «Свойства выделенных объектов». 
После чего в шаблоне «Свойства» метки вершины возможно осуществить 
задание «Общих свойств», соответствующих ГУ указанной метки: темпе-
ратура, источник тепла.  

Теперь геометрическая и физическая идеализация задачи завершена. 
Перед запуском на счёт рекомендуется проверить исходные данные (пра-
вая кнопка мыши, шаблон «Свойства») и записать их в предварительный 
отчёт. При соответствии введённых исходных данных выбранной расчёт-
ной модели производится запуск на счёт: «Задача / Решить». 
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3.1.4. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ СЧЁТА 
 

После выбора опций «Задача / Картина поля» открывается окно  
результатов с картиной поля (рис. 11). Необходимые значения парамет-
ров выводятся на экран путём настройки «Картины поля» (рис. 12),   
 

 

 
 

Рис. 11. Окно результатов счёта 
 

 
 

Рис. 12. Задание параметров картины поля 
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Рис. 13. Картина поля 
 

которая может представляться следующими форматами графического 
представления: изотермы, векторы (градиент температуры, тепловой по-
ток), цветная карта (температура, градиент температуры, тепловой поток, 
прочие величины). На рисунке 13 изображён один из вариантов картины 
поля, полученный по значениям, представленным на рис. 12. 

Анализируя картину поля с использованием возможностей пакета 
ELCUT [1], можно задать контур интегрирования (рис. 14) и представить 
распределение температуры по заданному контуру в виде таблицы 
(рис. 15) или термограммы (рис. 16). 

Для каждой конкретной задачи разрабатывается план исследования, 
намечается перечень изучаемых параметров, и в связи с этим выводятся 
на экран или на печать необходимые значения и картины полей. 

 

 
 

Рис. 14. Контур интегрирования 
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Рис. 15. Таблица параметров по контуру интегрирования 
 

 
 

Рис. 16. Термограмма по контуру интегрирования 
 

3.2. ЗАДАЧА НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕПЛОПЕРЕНОСА 
 

Медный шар радиусом 20 мм покрыт слоем асбослюды толщиной 
80 мм. На поверхности медного шара происходит выделение тепла с теп-
ловым потоком q1 = 10 000 Вт/м2. Наружная поверхность слоя асбослюды 
теплоизолирована (q2 = 0 Вт/м2). Граничные условия второго рода (ГУ 2). 
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Рис. 17. Геометрические размеры 
 
Определить одномерное температурное поле при нагреве системы: 

медный шар – оболочка из асбослюды на момент времени 600 с. Расчёт 
выполнить с временным шагом измерения 1 с.  

Тип решаемой задачи: расчёт осесимметричной задачи. 
Условие: медь – ортотропная, с постоянной теплопроводностью.  

Асбослюда – ортотропная, теплопроводность зависит от температуры. 
Дано:  
1. Геометрические размеры (рис. 17): 
– радиус медного шара R1 = 20 мм; 
– радиус внешней поверхности системы R2 = 100 мм. 
2. Свойства материалов. 
Медь: 
– теплопроводность λ = 400 Вт/(м·К); 
– теплоёмкость с = 385 Дж/(кг·К); 
– плотность ρ = 9000 кг/(м2). 
Асбослюда: 
– теплопроводность λ = f (Т); 
– теплоёмкость с = 400 Дж/(кг·К); 
– плотность ρ = 600 кг/(м2). 
3. Граничные условия: 
– тепловой поток на поверхности медного шара q1 = 10 000 Вт/м2; 
– тепловой поток на внешней поверхности q2 = 0 Вт/м2. 
 

Найти: 
1. График распределения температуры по радиусу системы.  
2. Значение температуры на поверхности медного шара на момент 

времени 600 с. 
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3.2.1. СОЗДАНИЕ ЗАДАЧИ 
 

Задача создаётся так же, как и в случае стационарного теплоперено-
са, с учётом следующих отличий.  

В открывшемся шаблоне «Создание задачи» указывается «Тип зада-
чи»: теплопередача нестационарная. Дополнительно появляется шаблон 
«Временные параметры» (рис. 18), в котором указываются конечное вре-
мя и шаг интегрирования по времени. 

 

 
 

Рис. 18. Временные параметры 
 

3.2.2. ЗАДАНИЕ ГЕОМЕТРИИ, ФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ И  
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

 

Производим построение геометрической модели (рис. 19). 
Физические параметры и ГУ задачи вводятся последовательно через: 

метки блоков (рис. 20 и 21), метки рёбер (рис. 22), метки вершин. 
Физические параметры задаются для каждого блока отдельно. В слу-

чае однородности свойств имеем один блок. Метка блока создаётся через 
шаблон «Свойства выделенных объектов»: в поле «Метка» вводится мет-
ка блока – имя блока. Задание свойств объекта производится после созда-
ния соответствующей метки блока в открывающемся шаблоне «Свойства» 
метки блока, где необходимо задать теплопроводность и другие свойства 
материалов объекта (рис. 20). Для блока «Асбослюда» необходимо вы-
брать свойство теплопроводности «Нелинейный материал» (рис. 20) и 
ввести в таблицу значения точек на кривой λ = λ(Т) (рис. 21). 

Задание ГУ производится после создания соответствующих меток 
рёбер в открывающемся шаблоне «Свойства» метки ребра. Здесь необхо-
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димо задать «Общие свойства», соответствующие ГУ для указанной мет-
ки: температура, тепловой поток, конвекция, радиация, равная температу-
ра (рис. 22). ГУ задаются с использованием меток рёбер и вершин. Выде-
лив одно или несколько рёбер, через шаблон «Свойства выделенных объ-
ектов» в поле «Метка» вводится метка ребра – имя ребра (рис. 23). 

 

 
 

Рис. 19. Геометрическая модель 
 

      
 

                                     а)                                                                 б) 
 

Рис. 20. Задание свойств блоков:  
а – «Медь»; б – «Асбослюда» 
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Рис. 21. Ввод значений теплопроводности асбослюды λ = λ(Т) 
 

          
 

                                 а)                                                                      б) 
 

Рис. 22. Задание свойств меток рёбер:  
а – «Внешняя граница»; б – «Нагрев» 
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                                 а)                                                                      б) 
 

Рис. 23. Задание свойств выделенных рёбер:  
а – «Нагрев»; б – «Внешняя граница» 

 
При необходимости, можно задать шаг дискретизации сетки конечных 

элементов. В данном случае в зоне нагрева выбран шаг 2 мм, а на внешней 
границе – 20 мм. Аналогично задаются свойства блоков (рис. 24). 

Далее производится построение сетки конечных элементов (рис. 25) 
и осуществляется контроль введённых геометрических характеристик. 
При этом используются пункты меню «Правка / Построить сетку». 

После получения первого результата расчёта можно отредактировать 
сетку КЭ, изменив значения шага дискретизации на выбранных блоках, 
рёбрах или отдельных точках. Для того чтобы узлы сетки попали в нуж-
ные точки, можно дополнительно построить ребро и задать на нём нуж-
ный шаг дискретизации. 

 

     
 

                                  а)                                                                    б) 
 

Рис. 24. Задание свойств выделенных блоков:  
а – «Медь»; б – «Асбослюда» 
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Рис. 25. Сетка конечных элементов 
 

 
 

Рис. 26. Проверка количества узлов сетки 
 
После каждого изменения необходимо заново строить сетку конеч-

ных элементов. Для определения количества узлов сетки можно нажать 
правую кнопку мыши рядом с построенной моделью и выбрать «Свойст-
ва». Опция «Свойства» открывает шаблон «Свойства выделенных объек-
тов – Статистика»: блоки, рёбра, вершины, габариты (рис. 26). 
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Перед запуском решения задачи рекомендуется проверить исходные 
данные (правая кнопка мыши, «Свойства») и записать их в предваритель-
ный отчёт. При соответствии введённых исходных данных выбранной 
расчётной модели производится запуск на счёт: «Задача / Решить». 
 

3.2.3. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ СЧЁТА 
 

После выбора опций «Задача / Картина поля» открывается окно ре-
зультатов с картиной поля (рис. 27). Необходимые значения параметров 
выводятся на экран путём изменения «Свойств картины поля» (рис. 28),  
 

 
 

Рис. 27. Результат расчёта задачи 
 

 
 

Рис. 28. Свойства картины поля 
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которая может представляться следующими форматами графического 
представления: изотермы, векторы (градиент температуры, тепловой по-
ток), цветная карта (температура, градиент температуры, тепловой поток, 
прочие величины). На рисунке 29 изображён один из вариантов картины 
поля, полученный по значениям, представленным на рис. 28. Увеличен-
ный участок картины поля представлен на рис. 30. На нём хорошо видны 
изотермы и векторы теплового потока. 
 

 
 

Рис. 29. Картина поля 
 

 
 

Рис. 30. Фрагмент картины поля 
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Рис. 31. Таблица значений параметров в точке с координатами (20, 0) 
 

 
 

Рис. 32. Термограмма, построенная по значениям,  
рассчитанным в точке с координатами (20, 0) 
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Анализируя картину поля с использованием возможностей пакета 
ELCUT, можно задать контур интегрирования (рис. 33) и представить 
распределение температурного поля по заданному контуру в виде таблиц 
или графиков температуры (рис. 34 – 38), градиента температуры 
(рис. 39), теплового потока (рис. 40) в заданные моменты времени. 

 

 
 

Рис. 33. Контур интегрирования 
 

 
 

Рис. 34. График температуры по контуру интегрирования  
на 1 секунде нагрева 
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Рис. 35. График температуры по контуру интегрирования  
на 10 секунде нагрева 

 

 
 

Рис. 36. График температуры по контуру интегрирования  
на 60 секунде нагрева 
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Рис. 37. График температуры по контуру интегрирования  
на 100 секунде нагрева 

 

 
 

Рис. 38. График температуры по контуру интегрирования  
на 600 секунде нагрева 
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Рис. 39. График градиента температуры по контуру интегрирования  
на 600 секунде нагрева 

 

 
 

Рис. 40. График теплового потока по контуру интегрирования  
на 600 секунде нагрева 
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3.3. ЗАДАЧА НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕПЛОПЕРЕНОСА  
ДЛЯ МНОГОСЛОЙНОЙ СИСТЕМЫ 

 
Известно, что тепловые методы неразрушающего контроля и диагно-

стики позволяют определять качество исследуемых материалов и готовых 
изделий из них по теплофизическим свойствам (ТФС) [8, 9].  

В случае неразрушающего контроля активными тепловыми метода-
ми искомые ТФС проявляются через температурный отклик (термограм-
му) исследуемого объекта на тепловое воздействие, которому подвергает-
ся изделие в специально организованном эксперименте. 

Реализация тепловых методов неразрушающего контроля ТФС ус-
ложняется ещё и тем, что тепловое воздействие и получение измеритель-
ной информации в ходе эксперимента возможно осуществлять только на 
ограниченном участке поверхности исследуемого объекта. Поэтому наибо-
лее сложной и важной задачей при создании новых методов неразрушаю-
щего контроля ТФС является разработка физико-математических моделей, 
адекватно описывающих тепловые процессы в объектах контроля.  

Анализ процессов измерения, их моделей и источников погрешно-
стей показывает, что в пределах временного интервала измерения в теп-
ловой системе могут происходить существенные изменения, которые не 
позволяют описывать весь процесс измерения одной аналитической  
моделью с неизменными ограничениями и условиями. Неучёт данного 
обстоятельства ведёт к существенному увеличению погрешностей при 
определении ТФС неразрушающими методами.  

Основные источники погрешностей для измерительных средств,  
использующих тепловые методы, следующие: не соблюдается условие 
соответствия тепловой системы одной из классических моделей тепло-
переноса, например, модели полупространства; нарушается допущение 
относительно постоянства плотности теплового потока от нагревателя;  
не выполняются условия о направлении теплового потока вследствие  
конечных размеров нагревателя; не соблюдается предположение об адек-
ватности аналитической модели процессу теплопереноса.  

В основе разработанных авторами многомодельных методов лежат 
следующие предположения [8, 9]. 

На термограмме имеются участки (рабочие), для которых обеспечи-
вается высокая точность совпадения с результатами вычислительных экс-
периментов по аналитическим моделям. Причём этим участкам соответ-
ствуют тепловые режимы опыта, вышедшие на стадию регуляризации. 

Участки экспериментальных термограмм, хорошо совпадающие  
с рассчитанными по аналитическим моделям, имеют место для широкого 
класса твёрдых материалов (электроизоляционных, теплоизоляционных, 
полимерных и др.). 
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Для рабочих участков существуют удобные вычислительные соот-
ношения, позволяющие однозначно определить значения теплофизиче-
ских свойств в зависимости от параметров аналитической функции, соот-
ветствующей термограмме на данном временном интервале. Уравнения, 
описывающие термограмму на рабочих участках, следует искать на осно-
ве анализа решений соответствующих краевых задач [8, 9]. 

Задача построения температурных полей в объектах контроля может 
быть решена численно [8, 9]. 

Рассмотрим следующую задачу. 
На металлической пластине с низкотеплопроводным покрытием 

толщиной h1 расположен измерительный зонд (ИЗ), включающий в себя 
плоский круглый нагреватель, теплоизолирующую подложку и термопри-
ёмники (рис. 41).  

Исследуемое тело представляет собой конструкцию, состоящую из 
двух слоёв: первый – низкотеплопроводный с теплофизическими свойства-
ми λ1, с1, ρ1; второй – высокотеплопроводный с теплофизическими свойст-
вами λ2, с2, ρ2. Толщина первого слоя – h1, второго – h2. Температура в  
точках контроля измеряется с помощью термоприёмников (ТП1, ТП2).  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 41. Измерительная схема 
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Рис. 42. Тепловая схема 
 
Тепловое воздействие на систему с равномерным начальным темпе-

ратурным распределением осуществляется с помощью нагревателя посто-
янной мощности, выполненного в виде тонкого диска радиусом RН, встро-
енного в подложку измерительного зонда, выполненную из рипора, ра-
диусом Rиз. 

Размеры подложки измерительного зонда и металлической пластины 
(L1 , L2 , h2) подобраны так, что их можно считать полуограниченными. 
Для упрощения тепловой схемы и расчётов пренебрегаем теплоёмкостью 
и оттоками тепла по проводам теплоприёмников. Тепловая схема много-
слойной системы, включающей в себя теплоизолирующий слой (подлож-
ка измерительного зонда), нагреватель, низкотеплопроводное покрытие 
толщиной h1 и металлическое основание, представлена на рис. 42.  

Принимаем, что все элементы схемы находятся в идеальном тепло-
вом контакте друг с другом. Боковые поверхности тел имеют тепловую 
изоляцию (q = 0). 

В начальный момент времени на поверхности нагревателя возникает 
постоянный тепловой поток q = const, q = q1 + q3 , который действует на 
протяжении всего процесса.  

Решение задачи построения температурных полей в исследуемом 
объекте осуществляется в следующей последовательности. 

 
3.3.1. СОЗДАНИЕ ЗАДАЧИ 

 

1. Создаём задачу (рис. 43). 
2. Выбираем единицу длины сетки и систему координат (рис. 44). 
3. Задаём временные параметры решения модели (рис. 45). 
Открыв окно основной программы в двухмерном пространстве, мы 

видим рабочую область с координатными осями и кнопками для рисова-
ния геометрии (рис. 46). В верхней части экрана есть стандартные кнопки 
для выполнения операций с файлом и буфером обмена и кнопки, управ-
ляющие параметрами решения задачи. 

q1 

h1
 

a2, c2, ρ2 

a3, c3, ρ3 q3 

a1, c1, ρ1 
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Рис. 43. Выбор типа задачи, класса модели, типа расчёта 
 

 
 

Рис. 44. Выбор системы координат:  
единицы длины – миллиметры; система координат – декартова 
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Рис. 45. Временные параметры:  
интегрирование по времени – до 500 с; шаг интегрирования 1 с;  

вывод решения в файл – каждую 1 с 
 

 
 

Рис. 46. Рабочая область создания геометрии 
 

3.3.2. ЗАДАНИЕ ГЕОМЕТРИИ, ФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ И  
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

 

Выстраиваем геометрию задачи, исходя из размеров двухслойного 
тела, подложки зонда и нагревателя. Следует отметить, что модель зада-
ётся симметричной относительно горизонтальной оси (рис. 47).  

Размер подложки измерительного зонда: высота 20 мм, радиус 25 мм. 
Размеры двухслойного объекта: толщина изоляции 1 мм, толщина метал-
лического основания 10 мм. Нагреватель имеет следующие размеры: ра-
диус 10 мм, высота 1 мм. 
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Рис. 47. Построение геометрии задачи 
 

Исходя из выстроенных блоков в модели, создаём каждому блоку за-
дачи свою метку (рис. 48): полимер (первый слой), нагреватель, подложка 
зонда, металл (второй слой). 

Задаём теплофизические свойства каждой метки блока (табл. 1, 
рис. 49). 

 
 

Рис. 48. Создание меток блоков 
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1. Теплофизические свойства объектов 
 

Метка  
блока 

Теплопроводность 
λ, Вт/(К·м) 

Теплоёмкость 
c, Дж/(кг·К) 

Плотность 
ρ, кг/м3 

1. Полимер (1 слой) 0,021 1050 360 
2. Нагреватель 400 385 8890 
3. Подложка зонда 0,028 1270 50 
4. Металл (2 слой) 47 462 7800 

 
 

      
 

                                   а)                                                                   б) 
 

      
 

                                    в)                                                                   г) 
Рис. 49. Задание свойств меток блоков:  

а – полимер; б – нагреватель; в – подложка зонда; г – металл 
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Переходим к заданию граничных условий. Открываем вкладку «мет-
ки рёбер» и задаём параметры граничных условий на каждой метке ребра: 
внешнее, внутреннее, идеальный тепловой контакт, нагреватель, ось сим-
метрии (рис. 50 – 55). 

 

 
 

Рис. 50. Создание меток рёбер 
 

 
 

Рис. 51. Свойства метки ребра «внеш. поверхности» 



45 

 
 

Рис. 52. Свойства метки ребра «внут. поверхности» 
 

 
 

Рис. 53. Свойства метки ребра «идеальный контакт» 
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Рис. 54. Свойства метки ребра «нагреватель» 
 

 
 

Рис. 55. Свойства метки ребра «ось симметрии» 
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Рис. 56. Распределение сетки конечных элементов 
 
После задания всех свойств и граничных условий производится  

построение сетки конечных элементов [1].  
Распределение узлов представлено на рис. 56. 

 
3.3.3. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ СЧЁТА 

 

Далее нажимаем кнопку «Решить». По окончании работы решателя 
в главном окне будет выведено распределение температуры по толщине 
объекта для момента времени 500 секунд. Для большей наглядности про-
текания процесса далее представлены изображения распределений темпе-
ратуры в различных масштабах (рис. 57 а, б, в). 
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а) 
 

 
 

б) 
 

Рис. 57. Распределение температуры по толщине двухслойного объекта  
в различных масштабах (а, б, в) 
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в) 
 

Рис. 57. Окончание 
 
Выведем термограммы для точек, расположенных на оси симметрии 

в плоскости контакта подложки измерительного зонда с материалом по-
крытия (рис. 58), в середине толщины слоя покрытия (рис. 59) и на грани-
це раздела покрытия и металла (рис. 60). Приведём все три графика на 
одной координатной плоскости (рис. 61). 
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Рис. 58. Термограмма, полученная в точке, расположенной  
на границе раздела подложка зонда – теплоизоляционное покрытие 

 

 
 

Рис. 59. Термограмма, полученная в точке, расположенной 
в середине слоя покрытия 
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Рис. 60. Термограмма, полученная в точке, расположенной 
на границе раздела покрытие – металл 

 

 
 

Рис. 61. Термограммы в точках контроля:  
в центре нагревателя на границе раздела подложка зонда – теплоизоляционное 

покрытие (1); в середине слоя покрытия (2); на границе раздела покрытие – металл (3) 

1 

2 

3 
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3.4. ЗАДАЧА НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕПЛОПЕРЕНОСА  
ДЛЯ МНОГОСЛОЙНОЙ СИСТЕМЫ  

С ВКЛЮЧЕНИЯМИ В ЗАЩИТНОМ СЛОЕ 
 
 

3.4.1. СОЗДАНИЕ ЗАДАЧИ 
 
 

Создадим новую задачу на основе исходных данных предыдущей за-
дачи. На границе металла и теплоизоляционного покрытия добавим вклю-
чение диаметром dвк и толщиной hвк . 

Рассмотрим нарушения однородности теплоизоляционного покрытия 
в виде:  

а) воздушного расслоения на границе полимер – металл; 
б) включения в виде водяного пузыря; 
в) включения в виде частицы металла. 
На рисунке 62 представлена схема моделирования включений в двух-

слойном изделии. 
 

3.4.2. ЗАДАНИЕ ГЕОМЕТРИИ, ФИЗИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ И  
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

 
 

Зададим теплофизические свойства материалов каждого включения 
(рис. 63 – 65). 

 
 

 
 
Рис. 62. Схема моделирования включений в двухслойном изделии 

a1, c1, ρ1 
hвк

Rн =10 мм

dвк

a2, c2, ρ2 

a3, c3, ρ3 

aвк, cвк, ρвк 

h1 
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Рис. 63. Свойства метки блока «дефект – воздух» 
 

 
 

Рис. 64. Свойства метки блока «дефект – вода» 
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Рис. 65. Свойства метки блока «дефект – металл» 
 
После ввода теплофизических свойств материалов включений рас-

смотрим конструктивные и режимные характеристики модели, соответст-
вующие каждому материалу и геометрическим параметрам включений 
(табл. 2). 

 
3.4.3. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ СЧЁТА 

 

Пример численного исследования моделируемой двухслойной сис-
темы с включениями представлен на рис. 66 – 80. Термограммы получены 
для моделируемых двухслойных систем с включениями, геометрические 
размеры которых приведены в табл. 2. 

Результаты получены при следующих условиях моделирования: 
q = 4000 Вт/м2; Rн = 10 мм; h1 = 1 мм; Δτ = 1 с; τк = 600 с (для случая воз-
душного расслоения на границе полимер – металл и включения в виде 
частицы металла); τк = 150 с (для случая включения в виде водяного  
пузыря). 

Значения температуры фиксировались в центре нагревателя Т1 = f (τ) 
и на расстоянии l = 15 мм от центра нагревателя Т2 = f (τ).  
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2. Размеры включений 
 

№  
п/п 

Воздух 
№ п/п 

Вода 
№ п/п 

Металл 

dвк, мм hвк, мм dвк, мм hвк, мм dвк, мм hвк, мм 

1 5 0,1 21 5 0,1 41 5 0,1 

2 5 0,25 22 5 0,25 42 5 0,25 

3 5 0,5 23 5 0,5 43 5 0,5 

4 5 0,75 24 5 0,75 44 5 0,75 

5 10 0,1 25 10 0,1 45 10 0,1 

6 10 0,25 26 10 0,25 46 10 0,25 

7 10 0,5 27 10 0,5 47 10 0,5 

8 10 0,75 28 10 0,75 48 10 0,75 

9 20 0,1 29 20 0,1 49 20 0,1 

10 20 0,25 30 20 0,25 50 20 0,25 

11 20 0,5 31 20 0,5 51 20 0,5 

12 20 0,75 32 20 0,75 52 20 0,75 

13 40 0,1 33 40 0,1 53 40 0,1 

14 40 0,25 34 40 0,25 54 40 0,25 

15 40 0,5 35 40 0,5 55 40 0,5 

16 40 0,75 36 40 0,75 56 40 0,75 

17 50 0,1 37 50 0,1 57 50 0,1 

18 50 0,25 38 50 0,25 58 50 0,25 

19 50 0,5 39 50 0,5 59 50 0,5 

20 50 0,75 40 50 0,75 60 50 0,75 
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Рис. 66. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде воздушного включения диаметром dвк = 5 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 67. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде воздушного включения диаметром dвк = 10 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 68. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде воздушного включения диаметром dвк = 20 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 69. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде воздушного включения диаметром dвк = 40 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 70. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде воздушного включения диаметром dвк = 50 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 71. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде водяного включения диаметром dвк = 5 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 72. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде водяного включения диаметром dвк = 10 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 73. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде водяного включения диаметром dвк = 20 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 74. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде водяного включения диаметром dвк = 40 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 75. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде водяного включения диаметром dвк = 50 мм 
и толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 76. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде частицы металла диаметром dвк = 5 мм и  
толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 77. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде частицы металла диаметром dвк = 10 мм и  
толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 78. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде частицы металла диаметром dвк = 20 мм и  
толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 79. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде частицы металла диаметром dвк = 40 мм и  
толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Рис. 80. Термограммы:  
а – Т1 = f (τ); б – Т2 = f (τ): 1 – модель без дефекта;  

2 – 5 – с дефектом в виде частицы металла диаметром dвк = 50 мм и  
толщиной hвк = 0,1; 0,25; 0,5; 0,75 мм 
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Вывод 1  
Результаты численного исследования показали (рис. 66 – 70), что 

термоприёмник ТП1, расположенный в центре плоского круглого нагре-
вателя (рис. 41), не позволяет зарегистрировать воздушные включения  
с указанными геометрическими размерами. 

Термоприёмник ТП2, расположенный на расстоянии l = 15 мм от 
центра нагревателя радиусом Rн = 10 мм, зарегистрировал термограммы 
2 – 5 (рис. 66 – 70), по которым возможно установить наличие дефекта  
в виде воздушного расслоения на границе полимер – металл с указанными 
геометрическими размерами, но нельзя определить размер этого дефекта. 

 
Вывод 2  
Результаты численного исследования показали (рис. 71 – 75), что 

термоприёмник ТП1, расположенный в центре плоского круглого нагре-
вателя (рис. 41), позволяет зарегистрировать водяные включения диамет-
ром dвк = 20 мм и более при толщине включения hвк = 0,5 мм и более. 

Термоприёмник ТП2, расположенный на расстоянии l = 15 мм от 
центра нагревателя радиусом Rн = 10 мм, зарегистрировал термограммы 
2 – 5 (рис. 71 – 75), по которым возможно установить наличие дефекта  
в виде водяного пузыря на границе полимер – металл с указанными  
геометрическими размерами. Оценить размер дефекта возможно при 
dвк = 40 мм и более. 

 
Вывод 3  
Результаты численного исследования показали (рис. 76 – 80),  

что термоприёмник ТП1, расположенный в центре плоского круглого  
нагревателя (рис. 41), позволяет зарегистрировать включения в виде час-
тицы металла диаметром dвк = 40 мм и более при толщине включения  
hвк = 0,5 мм и более. 

Термоприёмник ТП2, расположенный на расстоянии l = 15 мм от 
центра нагревателя радиусом Rн = 10 мм, зарегистрировал термограммы 
2 – 5 (рис. 76 – 80), по которым возможно установить наличие дефекта в 
виде включения частицы металла с указанными геометрическими разме-
рами. Оценить размер дефекта возможно при dвк = 40 мм и более. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



72 

4. ЗАДАЧИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ НА ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЯХ 
 

 
1. Рассчитать распределение температуры (одномерное) для полого 

шара при ГУ 1 рода. Построить графики распределения температуры по 
радиусу шара. Определить величину теплового потока. 

Исходные данные: 
радиус внутренней полости шара R1 = 20 мм; 
внешний радиус шара R2 = 40 мм; 
температура внутренней поверхности TС1 = 100 °С; 
температура внешней поверхности TС2 = 40 °С; 
коэффициент теплопроводности материала шара λ = 45 Вт/(м⋅К). 
 

2. Рассчитать одномерное температурное поле для стальной трубы 
при ГУ 1 рода. Построить графики распределения температуры по радиу-
су трубы. Определить величину теплового потока. 

Исходные данные: 
внешний радиус трубы R2 = 40 мм; 
внутренний радиус трубы R1 = 20 мм; 
длина трубы L = 500 мм; 
температура внутренней поверхности TС1 = 100 °С; 
температура внешней поверхности TС2 = 40 °С; 
коэффициент теплопроводности материала трубы λ = 45 Вт/(м⋅К). 
 

3. Определить распределение температуры для плоской стальной 
неограниченной пластины при ГУ 1 рода. Построить графики распределе-
ния температуры по толщине пластины. Определить величину теплового 
потока. 

Исходные данные: 
толщина пластины L = 20 мм; 
температура левой поверхности пластины TС1 = 100 °С; 
температура правой поверхности пластины TС2 = 40 °С; 
коэффициент теплопроводности материала пластины λ = 45 Вт/(м⋅К). 
 

4. Определить распределение температуры (одномерное) для сталь-
ного теплоизолированного снаружи шара при ГУ 1 рода. Построить гра-
фики распределения температуры по радиусу шара. Определить величину 
теплового потока. 

Исходные данные: 
радиус шара R1 = 40 мм; 
радиус теплоизоляции R2 = 45 мм;  
температура поверхности шара TС1 = 100 °С; 
температура внешней поверхности изоляции TС3 = 30 °С; 
коэффициент теплопроводности стали λ1 = 45 Вт/(м⋅К); 
коэффициент теплопроводности теплоизоляции λ2 = 0,2 Вт/(м⋅К). 
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5. Определить распределение температуры по радиусу для стальной 
теплоизолированной трубы при ГУ 1 рода. Построить графики распреде-
ления температуры по радиусу трубы. Определить величину теплового 
потока. 

Исходные данные: 
внутренний радиус трубы R1 = 20 мм; 
внешний радиус трубы R2 = 40 мм; 
внешний радиус теплоизоляции R3 = 45 мм; 
длина трубы L = 500 мм; 
температура внутренней поверхности трубы TС1 = 100 °С; 
температура внешней поверхности изоляции TС3 = 30 °С; 
коэффициент теплопроводности стали λ1 = 45 Вт/(м⋅К); 
коэффициент теплопроводности теплоизоляции λ2 = 0,2 Вт/(м⋅К). 
 

6. Определить распределение температуры по толщине плоской 
многослойной неограниченной пластины при ГУ 1 рода. Построить гра-
фики распределения температуры по толщине пластины. Определить ве-
личину теплового потока. 

Исходные данные: 
толщина первого слоя L1 = 20 мм; 
толщина второго слоя L2 = 5 мм; 
температура левой поверхности первого слоя пластины TС1 = 100 °С; 
температура правой поверхности второго слоя пластины TС2 = 40 °С; 
коэффициент теплопроводности материала первого слоя λ1 = 45 Вт/(м⋅К); 
коэффициент теплопроводности материала второго слоя λ2 = 0,2 Вт/(м⋅К). 
 

7. Определить распределение температуры для полого шара при 
смешанных ГУ 1 и 2 рода. Построить графики распределения температу-
ры по радиусу шара. Определить температуру внутренней поверхности 
полого шара TС1. Определить величину теплового потока на внешней по-
верхности шара. 

Исходные данные:  
радиус внутренней полости шара R1 = 20 мм; 
внешний радиус шара R2 = 40 мм; 
тепловой поток на внутренней поверхности q1 = 900 Вт/м2 ; 
температура внешней поверхности шара TС2 = 40 °С; 
коэффициент теплопроводности материала шара λ = 45 Вт/(м⋅К). 
 

8. Определить распределение температуры по радиусу стальной 
трубы при смешанных ГУ 1 и 2 рода. Построить графики распределения 
температуры по радиусу трубы. Определить температуру внутренней по-
верхности стенки трубы TС1. Определить величину теплового потока на 
внешней поверхности трубы. 
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Исходные данные: 
внутренний радиус трубы R1 = 20 мм; 
внешний радиус трубы R2 = 40 мм; 
длина трубы L = 500 мм;  
тепловой поток на внутренней поверхности трубы q1 = 900 Вт/м2 ; 
температура внешней поверхности трубы TС2 = 40 °С; 
коэффициент теплопроводности материала λ = 45 Вт/(м⋅К). 
 

9. Определить распределение температуры по толщине плоской 
стальной неограниченной пластины при смешанных ГУ 1 и 2 рода.  
Построить графики распределения температуры по толщине пластины.  
Определить температуру левой поверхности пластины TС1. Определить 
величину теплового потока правой поверхности пластины. 

Исходные данные: 
толщина пластины L = 20 мм; 
тепловой поток на левой поверхности q1 = 900 Вт/м2 ; 
температура правой поверхности TС2 = 40 °С; 
коэффициент теплопроводности материала λ = 45 Вт/(м⋅К). 
 

10. Определить распределение температуры по радиусу полого шара 
при ГУ 3 рода. Внутренняя полость шара заполнена жидкостью. Шар на-
ходится в газовой среде. Построить графики распределения температуры 
по радиусу шара. Определить температуру внутренней поверхности шара 
TС1 и температуру внешней поверхности шара TС2. Определить величину 
теплового потока на внешней поверхности. 

Исходные данные: 
радиус внутренней полости шара R1 = 20 мм; 
радиус внешней поверхности шара R2 = 40 мм; 
температура жидкости (внутри шара) T1 = 100 °С; 
температура газа (снаружи шара) T2 = 40 °С; 
коэффициент теплоотдачи от жидкости к стенке α1 = 240 Вт/(м⋅К); 
коэффициент теплоотдачи от стенки к газу α2 = 12 Вт/(м⋅К); 
коэффициент теплопроводности материала шара λ = 45 Вт/(м⋅К). 
 

11. Определить распределение температуры по радиусу стальной 
трубы при ГУ 3 рода. Труба заполнена жидкостью и находится в газовой 
среде. Построить графики распределения температуры по радиусу трубы. 
Определить температуру внутренней поверхности трубы TС1 и температу-
ру внешней поверхности трубы TС2. Определить величину теплового по-
тока на внешней поверхности трубы. 

Исходные данные: 
внутренний радиус трубы R1 = 20 мм; 
внешний радиус трубы R2 = 40 мм; 
длина трубы L = 500 мм; 
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температура жидкости (внутри трубы) T1 = 100 °С; 
температура газа (снаружи трубы) T2 = 40 °С; 
коэффициент теплоотдачи от жидкости к стенке α1 = 240 Вт/(м⋅К); 
коэффициент теплоотдачи от стенки к газу α2 = 12 Вт/(м⋅К); 
коэффициент теплопроводности материала трубы λ = 45 Вт/(м⋅К). 
 

12. Определить распределение температуры по толщине плоской 
стальной неограниченной пластины при ГУ 3 рода. Пластина омывается 
слева жидкостью, а справа – газом. Построить графики распределения 
температуры по толщине пластины. Определить значения температуры 
левой TС1 и правой TС2 поверхности пластины. Определить величину теп-
лового потока. 

Исходные данные: 
толщина пластины L = 20 мм; 
температура жидкости T1 = 100 °С; 
температура газа T2 = 40 °С; 
коэффициент теплоотдачи от жидкости к стенке пластины  

α1 = 240 Вт/(м⋅К); 
коэффициент теплоотдачи от стенки пластины к газу α2 = 12 Вт/(м⋅К); 
коэффициент теплопроводности материала пластины λ = 45 Вт/(м⋅К). 
 

13. Один конец составного стержня, заключённого в теплоизоли-
рующую оболочку, находится при температуре T1, а другой конец — при 
температуре T2. Сам стержень состоит из двух частей, длины которых L1 и 
L2, с коэффициентами теплопроводности материалов λ1 и λ2. Найти темпе-
ратуру поверхности соприкосновения этих частей стержня. 

Исходные данные: 
длины участков стержня L1 = 20 мм, L2 = 80 мм; 
температура составного стержня слева T1 = 100 °С; 
температура составного стержня справа T2 = 40 °С; 
коэффициенты теплопроводности материалов первой и второй час-

тей составного стержня λ1 = 45 Вт/(м⋅К), λ2 = 400 Вт/(м⋅К). 
 

14. Один конец составного стержня, заключённого в теплоизоли-
рующую оболочку, находится при температуре T1, а другой конец — при 
температуре T2. Сам стержень состоит из двух частей, длины которых L1 и 
L2, с коэффициентами теплопроводности материалов λ1 и λ2. Найти темпе-
ратуру поверхности соприкосновения этих частей стержня. 

Исходные данные: 
длины участков стержня L1 = 75 мм, L2 = 25 мм; 
температура составного стержня слева T1 = 250 °С; 
температура составного стержня справа T2 = 30 °С; 
коэффициенты теплопроводности материалов первой и второй час-

тей составного стержня λ1 = 45 Вт/(м.К), λ2 = 270 Вт/(м⋅К). 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 
Теплоэнергетика и теплотехника как предметные области приложе-

ния полученных студентами знаний и компетенций отличаются большим 
разнообразием используемых процессов, устройств, агрегатов. Тепловой 
анализ играет заметную роль при проектировании многих объектов теп-
лоэнергетики и теплотехники. Как правило, интерес представляют рас-
пределения температуры, температурного градиента и теплового потока.  

Теоретическое исследование процессов теплопроводности в настоя-
щее время в значительной степени базируется на их численном моделиро-
вании с использованием ПК. Это стало возможным благодаря прогрессу  
в развитии аналитических методов в теории теплопроводности твёрдых 
тел, вычислительных методов решения задач для уравнения в частных 
производных и увеличению мощности современных вычислительных  
машин.  

Использование современных компьютерных технологий позволяет 
существенно улучшить характеристики разрабатываемых объектов, сни-
зить время, затрачиваемое на их разработку. 

Численное моделирование процессов теплопроводности в настоящее 
время приобретает важную роль и, в связи с тем, что для современных 
объектов теплоэнергетики, авиации, атомной энергетики необходим дос-
товерный прогноз таких процессов, экспериментальное изучение которых 
очень сложно и дорого или невозможно. Численное моделирование про-
цессов теплопроводности всё успешнее входит в практику работы различ-
ных научно-исследовательских, проектно-конструкторских и производст-
венных учреждений.   

Авторы понимают, что в настоящее время в высших учебных заведе-
ниях при обучении студентов используют различные программные сред-
ства моделирования и решения задач теплопроводности. Но использова-
ние пакета ELCUT является оправданным, так как русскоязычное описа-
ние ELCUT весьма удобно для первоначального знакомства с применени-
ем МКЭ.  
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